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Voordracht door A,J.W. Duijvestijn in de
serie Actualiteiten op 29 Mei 1954.

Enige aspecten van een bepaald type tweede orde differentiaalverge-

lijkingen,

1. Inleiding,

Uit de Quantummechanicé weten we dat de wisselwerking van twee
deeltjes die een zekere massa en lading vertegenwoordigen, beheerst
wordt door de vergelijking van Schrosdinger:

ﬂ:%( + (E~V (1.1)

Hierin is r1» W (h = constante van Planck)

m = gereduceerde massa van de twee deeltjes
E = energle van het systeem

V = potentiaal van het systeem
f“
ik = golffunctie

Indien de potentizal alleen een functle 1s van de voerstraal
kunnen we 1.1 vereenvoudigen door over te gaan op bolcoordinaten.
Voor het radiale gedeelte vinden we dan:

y |,11+1 _
(r%r) + { rikfr = (1.2)

met:jﬁ =V(r). Pl(cos@ ). B .
|

V(r) kan in het algemeen een ingewikkelde functie zijn, We zullen

echter verconderstellen dat V(r) de volgende gedaante heeft

V(r)= &, + 4 <, r2 4 ...+ oL Tl

We schrijven (1.2) iets anders door te stellen

rﬂ/~ y '
] -2 - . =M
§’=‘6+E+Q1r +( 2u1(1+1))r +Q%r 3+“+Q%r =
- -2 Q ~-2m
{9)0+,f131 r +§2 O R s
v o+ ysg)z o . ('\ .3)

Uit physische overwegingen eisen we nog y{(0)= yt(0)= 0
Indien de potentiaal V(r)= 0 gaat (1.2) over in

yre(E - 2y (1.4)
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In de theoretische physica 1s men nu speclaal geinteresseerd in
het faseverschil op oneindig tussen de oplossingen van (1.2) en
(1.4).

We zullen n het volgende de fase definieren en een methode
aangeven deze numeriek te berckenen,

2. Geval dat V(r)= 0,

We hebben dan:

y”-i-yiE*-];‘(-l—EJ—l} =O (2’1)

T
y(0)=y'(0)= 0,
Stellen we nog E = k2 (k reeél) dan vinden we als oplossing:

1
2

vy =C,

J1+% (kr). C, = constant. (2.2)

5. De Madelung transformatie,

We zullen nu de differentiaalvergelljking

¥+ y§ =0 (3.1)
= x° + 3 x~ + {5, x"2 4 ...-+@n1x“m
met k2 =&  + E x reeel
transformeren door te stellen
y = ¢ a(x) et P0X), (3.2)

De randvoorwaarden laten we voorloplg bulten beschouwing.

We eisen dat A(x) en P(x) reele functies van x zijn,

In (3. 2) is C een complexe constante,
We laten eerst zien dat hiermee alle oplossingen van (3.1) worden
weergegeven, lmmers nemen we C = C1 + 1 02.

Dan laat (3.2) zich schrijven als:

y:(C1~C2)) A cos P-A sin P} + i(C1+Cg)€.A cOSP+A sinP}

waarult dan volgt dat y, =( ~-C )i A cos P- A sin éz

S

en ¥, =(C +C2){-A cos P + A sin P}

beiden aan de differentiaalvergelijking voldoen,
Hiermede hebben we 2 onafhankelljke oplossingen gevonden waar-
door alle oplossingen van (3.1) bepaald zijn,

We zullen echter overgaan op een ander fundamentaalstelsel door:
(C,+C5 )y, +(C -Cy)y
¥4 = ! - L 21 S22 = acos P (3.3)
€1 - G




Blz,3.
en
(c +C2)y1 ( —02)y2

Iy = 7D

= A sin P (3.4)

te kiezen,
We zullen A(x) de amplitude en P(x) de fase van de differentiaal-
vergelljking noemen. De amplitude voldoet nu kennelljk nog aan de

voorwaarde
2 2 2
y3 + vy = A% (x), (3.5)
terwljl de fase voldoet aan:
Ty
- =tg P . (3.6)
3

Er zijn dus 2 speciale oplossingen waarvan de som van de kwadraten
Julst het kwadraat van de amplitude is,

4, Asymptotisch gedrag van de oplossingen van (3.1).

Om het asymptotisch gedrag te bepalen van de oplossingen van

(3.1), trensformeren we de vergelijking door middel van y=e,>‘X u(x)
waardoor deze overgaat in
d2u+2 du “/\2+kl+(% x e+ 0 x"mh(~o (4.1)
a;g a_—' "‘L/ ‘~1 s o a Xm S"" ° °

™ ¢
Verder stellen we nog U = x w(x) en kiezen dan D= ik en (= 1 %% .
Het resultaat van (4.1) wordt dan

¢ M £ e -2, =3  L-m
wit+ 1 w112k+ — w-t OO ~1)+ p)x THpgx Ty x T = 0.(k4.3)

Aan (4.,3) voldoet een functie met de volgende asymptotische voor-
‘ tyd
a0
stelling c, Cé+iC3
Weou — = —— (Ince ordinary differential

\
0 x v=0 X equations, blz. 170)‘

A

waarbij de coefficienten gevonden kunnen worden door formele sub-
stitutie in de differentiaalvergelijking. De functie y dile aan
{(3.1) voldoet, heeft derhalve een asymptotische voorstelling
1 """ an
yroet EZSF —---+iL‘, — | (4,4
<V v
LN
Schelden we nog recle en imaginaire delen, dan vinden we tenslotte:
Sy 'ﬂfﬁ Thoy
- sin(kx + log x)_ﬁ,-% +
0 x
(1 Cy
+ 1 sin(kx + =% 108 x) ;V .
(4.5)

yeocos (kX + g% log x)}m

<l

>4

C:, ) 1t
1 cos(kx + 5% log x)yj

“<! <
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ULt (%.5) volgt dat er twee oplossingen van (3.1) zijn, die de resp.,
asymptotische voorstullingun bezitten

W
: i ~ ‘— on )
y,™ cos(kx + %%) ZC, - - 5in(kx + g;i )% -—% (4.6)
X
en
o0 ~ 1 ™ W g
- A ) te < v
yoM cos (kx + bi);?, —é + sin(kx + 5% log x)éy-ég . (%.7)
0 x X

Z1) y3 een willekeurige oplossing van (3.1), dan heeft deze een
asymptotische voorstelling:

o M:
rseos (k b1, )F "V 4 sin(k Q”l )/ L x
y cos(kx + =+~ log x) L. fX + sin(kx+ 0EX X
3 2k G {\; 5 XV
(4.7)
waarin
X¢ = 01.C§ + C,5. 08
S Mo a (0 S5
&V = Cq.C& + 02'03 met vaste C, en 02 .
We zullen nu tot een asymptotische voorstelling van de Amplitude
traehten te komen,
Daartoe schrijv =n we (%,7) als volgt &
Z ve f" fixs D Gl
\ - W st + o {
V5 OV ( \ L x" ) s n(kx+ ?E logx+bgtg %r——zzrga
“ohv -
(5.8

Verder volgt uit (3.3) en (3.4) dat

= ¢ : de con-
y3 C3 A cos P + Cq A sin P waarin 03 en CM bepaal co

stantan zijn (%.9)
Maar (4,9) 1s ook als volgt t. interpreteren:
[ ) C
2 asn g 3 0)
y.§ - \ICB -+ CLA’ .{X.si:}.(P + b:‘jub CL}) (4.1L/

Uit (4,10) ziecn we tevens det Amplitude op cen multiplicatieve
factor en de fasc op cen additieve constante na bepaald is. Dit
volgde ook al uit (3.2). Verder nocmen we nog ‘/Cg + Ci,A de "wijdte!
van y3

C. .
en P + bgtg ~2 de "individulle fase'.
L;L} . ‘"w, RN éli -y, 2
We vinden dus: AU ————0 (/' x7 )%+ (/W0 xT) (%.11)
2+C g v onv
g ~ & h N
T <=V .
Y
en ProKx + =t log X + bﬁ'tn'g 0 - bgtg <2 . (4 "
E‘E =] s} D\{ y X__V" CL,' ®

Bovendien 1s nog AJ3= 0.
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5. Bepaling van Amplitudc e¢n fase uit de oplossingen van (3.1).

Z1] gepeven ecn oplossing Vg van

v o4 gS‘J:—. 0 1 . (3.1)
P=x" +8, x +B9x"-+”.+8mxm
X° reedl,

Een andere oplossing is dan:

> C
= v g o
¥p = ¥4 j —5 dt,waarin C, en Cy constanten zijn,

~ ¥

C Ya

2
Vo €0 ¥y zijn onafhankelijke oplossingen, 1mmers de Wronski deter-
minant

coc % G
i ya a 5 :;-2— di 1 S - dt
f '

V(X%l % L=V, Va . =
TR j ats oL 1 S °1 gt 4 o
IRCENRE T, ) Vol

c i c, ‘a
2 ! 2
. 3 C‘l
v \y dt
| i
! Cy “a 1\

Ta yaz 3 = CT # 0.

| C, i
0 :
i Ygq V2 \

Dus W(x)# 0 als C, #0.

. :
at aﬂ
Volgens (3.5): is y nycos(kx+ g% 105X)Z:—¥-+sin(kx+ g& logx)L_~%
0 x 0 x

W {5.1)

1 B pi

en ybnjcos(kx+ g% logx) Eﬁ—%-+sin(kx+ B logx) ET—%
0 x 0 x

(5.2)

We mogen nu iedere andere oplossing construeren met behulp van
Vo, €0 ¥y en kiezen

ol
3]
ki o= 7 h ¥4 el g1 Py al ‘:‘ a‘} T
yc~03 3a+ch nglbcs(kx+ K lobx)%VLB,% ;V +C4£6_X +
o

B‘l \g . an b"
+sin | kx+ logx |iC zi-m— +Cy /—

( 2k ,ia 0 X 4 X

£

We bepalen nu C5 en C& zodanlg, dat geldt:

1
1 ~ 1
Cé av + ba bV av

Ci a& + C& bé ag
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Derhalve 1is yd“)31nikx+ g% 1ogx)2§ at x"V-cos (kx+ g% logxizjag x~Y
(5.5)
» 00
en y o sin{kx+ g% 10gx)2§:a3 x™V + cos (kx+ %% 1ogx)%:a3 x™V
(5.6)

Cé en Cf z1jn inderdaad te bepalen daar een oplessing (5.5) bestaat
volgens (4.6) en (4.7), Volgens (3.5) zijn er twee oplossingen waar-
van de som van de kwadraten julst de amplitude in het kwadraat is.

De bewering is nu dat {(5.5) en (5.6) twee geschikte oplossingen
zijn om de amplitude te bepalen. Immers beschouwen we:

s p I ol R 2
Vg + yc(ufz_a& x"V0 4l L al x~V
(O 0
dan kunnen we beslulten dat
2 2 2
A = ya + yC (507)

Immers, als we de twee willekeurige oplossingen y, en y, nemen ,
vinden we in het algemeen nog storende sinus en cosinus termen in

de ultdrukking

2 2
ya + Yo

Voorbeeld:

g +{k2 ) 1§1+1)g =0

X

Gevraagd de amplitude van

1
= %2 5
¥, =X Jli%(kx)

L 2 1 y_[2
Immers: x? J1+%(kx)ﬂjgﬁ;cos(x—%(l+%)ﬁ - El\)z\{ﬁ sin(x~ 2 177 )
e J ) (kx)nﬁfé cos (x+5 (1+3)% - 7 =\(é?cos(x— 5 1% ).
~(1+%) 'R 2irTe T T

Derhalve.is
2 2 2
A =X{J1 é(kx) +J-(l+%) (KX)g

en A

it

6. Differentiaalvergelijking van de amplitude en fase,
We substitueren nu: (3.2) in (3.1) en vinden dan:

A" 4+ 21 APt + 1 APY - AP1Z4 AS):: 0

(6.1)
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Dat geeft aanleiding tot de volgende differentisalvergelijking

i @
A‘ - I’\? . j-"‘\q)aO

(6.2)
!

EZAPM I‘\P =0 (6.7)

o
6.7 1s direct te integreren: P= S:if (6.8)

\

TP I

6.2 wordt dan: [ c{:—.g\é_ - A,SO. (6.9)

De constante C is te bepalen als we de Amplitude in het 0" yagt-
leggen. Nemen we b.v.

Ao =€, €, constant,

At

:"“\(}Q:V O i ‘
c A N

Dan moet derhalve gelden: U= -8-3_ — EGK e £ K
[}

We merken nog op, dat wanneer de amplitude in het oneindige vast-
ligt, deze bepzald is voor elke waarde van X

Het gedrag van de amplitude voor 0 <x< 00

De amplitude voldoet aan
~2

A" = ;\;§- - A.{j,) (4.5)

We vermenigvuldigen beide leden met A' en integrerenvjll ®wnaar x

4ok, &
d (A + =)= -2 AA!‘@ .
dx ‘
en na integratie: y X i‘)( ?f
A +'fAi; :-zj AA'&?dx=-A&9(m +\3A ~ff‘ dx.
0 o &)
Derhalve 12 2 2 . . X .
C C ~ t -~ ( A,
A (x)+ - = ~ A (x):P(x)+A g, i K ax +
,’\2}] \2, '\ G0 400 J
H) Ay N
N + { £t ax (7.1)

We beschouwen eerst \ Aff' dx welke asymptotisch gelijk is
N -

aan l{-- ; w NC!;*» EQ. : 1 » B' { j |
JA Y axn J‘_{o + o(3) fl gt Ow} dx = 0(3)

Derhalve bestaat de integraal | Azyl dx  mits JAjl< M . O<X<oo

De bewering is nu dat: de ampli%ﬁde nergens gelijk aan nul kan

wordens

Immers (7.1) is te schrijven als:
vl Cz‘ R A , 2,
AT (x)+ = - A ()P (x) + AQ, +

Al(x) AQ. s

z

A ")! dX.o
b

g [ ‘3-71
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Het reehterlid is be.r:nsdals A(x) begrensd is,

Zou A(x)= 0 worden, dan zou de som van twee positleve termen
waarvanﬂéen & groot zou worden begrensd zijn. Doch dit is ultge-
sloten. Derhelve wordt A nergens = 0., w 0O%I

A(x) 1s altijd begrensd daar de oplossingen van

y"+ylp =0
steeds begrensd zijn mits x £ O

8. Het gedrag van de oplossingen van (3.1) in de oorsprong.

De te beschouwen differentiaalvergelijking is dus:

vy (B B x4, +B xT =0 (8.1)
y(o)= y'(o)= 0.
We veronderstellen -Bm< 0 m> 2,
We bepalen eerst de hoofdterm door
v+ 8 x ™y =0 ‘ (8.2)
te beschouwen, . 2"
Aan (8.2) voldoen y :x% :Zi: % 3%!%?1_ x_ii (8.3)

-m
waarin 2 een cylinderfuncfie voorstelt.

De asymptotische oplossingen van (8.3) voor kleine x zlJn resp.:
T F Bk T

vy G
f 2“‘“‘"&
z Al
en v o qu4 e

Om aan de randvoorwaarden te kunnen voldoen moeten we de oplossing
m ‘.3'.._\]_3 'Xl:%-n
yu G, xde MU

nemen, 3 Cdclgcaa%mCmmtqﬁkh.

Er zijn nu twee mogelijkheden die zinvol zijn om 8.1 te transfor-

meren : 9t
n.l. de substitutie: y = e .z waarbij g(x) een bekende functie
is, en
y o= e? Riccati transformatie,

We zullen de Riccati transformatie voor het algemene geval ge-
bruiken en in een meer speciaal geval zullen we de eerste trans-
formatie toepassen. 2

Als we dus stellen y = e gaat (8.1) over in

2ie(z1) +@ = 0. (8.4)

We proberen nu de reeks: 2= 2
7 b b

2 = 'leogx+—-9-”—-\f~ﬁy,, x T Y x o +...(8.5)

¥

e

A=
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We kunnen nu twee gevallen onderscheiden n,l, m = 2n en m = 2n+1.
Het eerste geval zullen we nader bezien, Het tweede geval gaat ana-

loog,

9., m = 2n,

(8.5) zaat dus over in:

2-n -0 -]

ng-Fw—an, 4%§nx -+%mx +u“+pﬂc +
+g‘o+a’; L (9.1)

We substitueren dit in de vergeliljking (8.4).
Na enig gecierr vinden we: oo

z

Pﬂﬂ

h -—2 N K—-L
-3 X Z v+1)L)( +Z‘kk-1)X‘KX +
:2. nz.;l o ~-1-l “E ~n-|
mx n v +n\j - x o+
3' [, X \( 6“Z~ &N Fan
=] 2 o=l o by
/-1 5 A _\«'—}Y < k-t
L ?5*\’ 4 -L >5 kbfk Lk‘&:x "
% ~Ant| 5
) + @l 4—...+ ﬂmﬁc = 0, (9.2)
—ah
Termen met x komen niet meer voor,
.’Zn-lr? /—_‘
De coefficlenten van x :—2\ i@mq(n~2)xlﬂl-+@1W\=:o —
A ﬁﬁn#
IR 5““** AU -y, |
De coefficlenten van x Cor =2\ ’ﬁb}(n 3)> +(n- 2) 34n+£+i =0

enz., De coefficienten Z1jn ondubublzlrnlr te bvpal¢n.

In het algemeen is de gevonden reeks divergent, We zullen aan een
meer speciaal geval laten zien dat de daarbij gevonden reeks niet

convergent is.

10, Meer specilaal geval: '
. ~ ~‘YY)
We veronderstellen dat in de functie P = ﬁu+ B‘x) +...+-Bmx
= - = = - - \ e <
&zao ﬁ“o Ny T8y &“% &. awﬁm @&mwit%

a,> O a, > 0 a,> 0 aud> 0.
-3 Yan xS

We stellen nu y = x° e g(x).
We substitueren deze oplossing in

y' Y.
en wederom na enig gereken vinden we:

. —_ - -6
g"(}<;)+2g§'(x)§-3x‘f +\_fa.t x%} + g(x)<‘a +(6-0a,)x ol a, x =0,
_ LR 71 © (10.1)



(10.1) heert de gedaante a, 5"(x) a gr(x)+a g(x)= 0.
Noemen we de polen van a; p, s dan wordt de functie P = p; -1
(nzorde van de differentiaalverzelijking).

1 =0t P=0+42-0=2
1 =1: P=06+2-1=7
1 =2: P=6+2-2=2506,

Hieruit volgt dat er n-1 = 1 oplossing, die door de corsprong gaat
is aan te wijzen&yan de vorm

K
g(x)= ) e x (10.2)
o)
Zetten we (10.2) in (10.1) dan vinden we:
K , 00 - &
L S k] 6T K-l
k(k--?)CK X  +0 x £~1{‘k X 2y, x ZZ ch x o+
5 % 3 o © T
K - N WL ke
+ aOZi c. X + (o~a2)11.ck X+ aéZZf%(X = 0. (10.3)
e} e}
Nu gaan we de é%efficienten van deze vergelljking na:
-3
Coefficienten van x ' =0 o
x“: Cc, 2V a, +C. 2, =0 C, onbepaald
x> 2¢C 2/a8 +C g =0
'4 ”1'.- ’ l"““'
X 3 Gy 2j 8, + 0 8, = 0
X-% )—3- C/} E‘\Fa,z + C% ab = 0
x* 5Cs 2 Jag + a, c +(6-0,)C, =0
x ! 6 cy 2y + 5 8, +(6-01)C, +6C, =0,

De coefficienten van x°
2 ~“-‘ " 5 =C}
(k"+9 k + 20 - az)cm,* 2y a, (k+”{)bm?+ a, G+ 8g Cpp

Derhalve:

c = -
K Ta
4 2Va,  (k+7)

2
a,C, +(k +9k+20-a, )Cy . +ay Cpyy

o]
>

Als a, < © zijn alle coefficienten wisselend van teken. Verder is
A~

het mogelljk door de keuze van CQ van af zekere k en n en daarop

volgende ki's

te kiezen.

Doordat de termen alternerend zijn hebben CK en le hetzelfde
teken waardoor:

a 2 \
X A ! 3
N (K +9k+20—a1)0&3 N EC z=
b Y ezl T |7 K
S z} 2 a: 8o . (k+T7) ; "J‘iqn E {
K+2 g i ]
) | At {
2 b b 4 3 lo | —— icﬁ:‘
2. a i .L\\(J) \ S igqaz b
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| (+545n-2) | .
Evenzo geldtiC A C inductie
\ k+7+5n+5;> 2Ny \ ket5+5n+2| > (\veronderstelling
i i
@c+5+5n+2) , | r" (Lc+5+5n+2)=
2 \Ia\l. (l \\ra—l‘l,\)\!
T
i k (KHT45045
o\nel
(2 >
zodat we dus kunnen besluiten dat de formule voor ledere n en k
1dt. —
ge ‘ (k+7+5n+5)
Nu is echter! ( \FE~ = onbegrensd toenemend met onbegrensd toe=~
2y )
L

nemende Y1 , De reeks divergeert dus.

11. Gedrag van de amplitude en fase in de oorsprong.

We hebben dus gevonden dat het gedrag in de oorsprong van de

-2
oplossing van (3.2) met y(0)= y' Ql_ 0 en Y= a,~a,x" +a,x -a, X .
-5 \ 8y X

gegeven wardt door: yruC x3 e = . C constant
Nu was de amplitude de wortel uit de som van de #madraten van 2
fundamentele op10531ngen, derhalve A"\JC1 X3 e 5Va% X

P , -% a, X
De fase wordt dus: ( —*—-S xl’ e ° Jﬂ; =

J A‘ o —

e ° 2 v )

‘ | -5 a)g“ X
[ - ®
CraNay,
De fase en amplitude mosten voldoen aan: — -
4 b -5 Lo -
;% ‘Jam X \ \ -5 Va, x
y = A sin Prv AP~ C, X7 e — e .
. — _5 (-q.\ . lﬁm
{ 3 “f§vawu X

Dus VoS ———— X7 e , hetgeen Inderdaad de Jjuiste

C, 2\,

gedaante 1is.

12, Een asymptotische formule voor het faseverschil,

We Dbeschouwen de volgende differentiaalvergelijking

v o+ §k2 - lil%ll + u(x)§ vy = 0. (12.1)
. X
waarin u(x)= 2 x70 ¢ ...+ a, x™™ met y(0)=yt(0)= 0.
Als u(x)E 0, kunnen we een oplossing direct neerschrijvent
. ;
nl, u= —x2J kx) ey sin(kx- 3 1 12.2

(143) (00 N sin(ioc- 3 17T) (12.2)

Indien u(x)# 0. Stellen we de oplossing van (12.1)

v~ sinik X - 5 1T‘+’?k(1v (12.3)
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72(1) is het faseverschll tussen de oplossingen (12.2) en (12.3).

Laat G(x) een oplossing zijn van

{
U o+ y(kg - L’f‘.:’?l_—- + U(x)) = 0 Lj!\’ Yoy =0
1
en stel nog dat g =(*%L x)2 J  (kx).
(%4
L
Stel nu G = g + (P (x)
oy VP f;
dYon - = -
@+ jk X + U(x )§@ = - g U(x), (12.4)

Stellen we dan nog: g@(x)= g.g3(x
Dan volgt er:

. 2g' ' +gp" + u(x) g.9+ g cux)= 0
ofs

é— E%? (gz‘;?’)+ g u(x) K1+g9)== 0. (12.5)

(12.5) is echter wat eleganter te schrijven:

a 2
ax (% (&)’)= %.GAU.(X)
en na integratie' X
g gy' = g G.u dr
bx
aL = Jg g G u(rjdr .
& %
D
Nu is gro sin(kx - ~L’il),verder is g G u(x) van de orde 7%; voor
o]
grote x. }f
Derhalve 1is ggfw L j g G,u(r)dr, en na integratie:
X o .
sin(kx- =)

C o
{ 1 M
j7nJ F cotg(kx —z—)tg g G u(r)dr + C

o]
We kunnen nu ook G berekenent ol

Gr sin(kx- —%-+Q£l)): sin(kx- %%)+ % cos (kx- %?)g g Gu(r)dr+
\ 0
¢ sin(kx - %g—) (12.6)

In (12.6) stellen we dan: 14c = A cosS

% S g G u(r)dr = A sin gk.
o
Hierdoor is C bepazald, immers A moet gellijk aan 1 zljn,
Derhalve 1is:
1

M (1)= bg sin ¥ .
(K

g ¢ u(x)dx. (12.7)

Sl <



Blz.13.

15, Numerieke berekening van de faseverschillen,

Blj de numerieke berekening van de faseverschillen gaan we ult
van de vergelljkingen die gelden voor de amplitude en fase,

&
A” o e - A. .
A
Hierblj was; [
2 1(1+1 o ‘ ' b s rnedad
(.J):): k™ - (~,<1’v ) + A% ( Kb T TR ). (\929}\" Rt et

Deze differentiaalvergelljking integreren we vanult het ., We
nemen daartoe de amplitude = 1.Dit is toegestaan daar we homogene
randvoorwaarden hebben. Immers, wanneer y een oplossing van de
vergellijking 1is, voldoet ook cy.

We bepalen de asymptotische oplossing van de vergelijking

v+ y(?:" 0,

door te nemen de oplossgsingen van

ooy (- 2000 Lo,

=
1 1
Hieraan voldoen x2 J,, (kx) en x2 J . k(x).
S ~(€~!1§
We elsen dus dat A, = 1, waardoor
- 0oL 1
A% =T xy a7 (wx)td kx%.

L 1+ -(1+5)

We bepalen nu 2 waaarden van A, de z.g. startwaarden.
Daarna integreren we de differentiaalvergelijking numeriek totdat
_ klein is in de precisie waarmee we

A zo groot geworden is dat %~
rekenen. A

Daarna bepalen we de fase met behulp van:

2S

1
P = dx.
I

ol —



